
دلخواه ͳالΎچ و دما در ͳفرمیون گاز

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳکریم وحید

١۴٠٣ فروردین ٣٠

مقدمه ١

انجام زیادی کارهای تجربی Έفیزی هم و نظری Έفیزی حوزه در هم که است بیستم قرن های فیزی΋دان ترین درخشان از ͳ΋ی ͳفرم انری΋و

اکتشافات بسیاری و رادیواکتیو، های هسته در ای زنجیره واکنش نخستین بتا، ͳواپاش آماری، Έانی΋م در دیراک ͳفرم آمار است. داده

های جایزه و نوبل جایزه مثل جوایزی بر علاوه تحقیقاتش، انبوه خاطر به اوست. کارهای از ͳناش همه ای هسته و ͳاتم Έفیزی در دیΎر

هسته راکتور سه ،ͳفرم گامای فضایی شی΋اگو، تلس΋وپ در ͳفرم آزمایشΎاه جمله: از کشند، ͳم یدک به را ͳفرم نام نیز چیزها بسیاری دیΎر

از فرمیوم. نام به تناوبی جدول در عنصر Έی البته و آرژانتین در ͳتحقیقات راکتور Έی و و ایتالیا در ای هسته نیروگاه Έی آمری΋ا، در ای

که: اوست معروف های گفته

در « نیست. دانش از بهتر هیچΎاه ͳنادان که چرا رفت، استقبالش به باید ناخوشایند، هرچند کند، ͳم عرضه انسان به طبیعت که «هرچیزی

بیشتری بازهم کشفیات به توانست ͳم بسا چه شد دریغ او از که سالهایی در و داشت ͳکوتاه ͳخیل عمر ͳفرم اش نسل هم فیزی΋دانان بین

در اش خانه در ͳΎسال ۵٣ در معده سرطان اثر در بعد روز پنجاه و گرفت قرار ͳجراح عمل Έی تحت ١٩۵۴ اکتبر در ͳفرم یابد. دست

از عزاداری برای هم΋ارانش از چندتن که جایی شد، برگزار شی΋اگو دانشΎاه Έکوچ کلیسای در وی یادبود مراسم درگذشت. شی΋اگو

کردند. ͳسخنران جهان» فیزی΋دان های سازنده ترین و «درخشان ترین از ͳ΋ی دادن دست

صفر دمای در را بعدی سه ͳفرمیون گاز چنین هم آوردیم. فراهم را آل ایده ͳفرمیون سیستم Έی ͳبررس برای لازم ابزارهای گذشته های درس در
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(١٩۵۴ ‐ ١٩٠١) ͳفرم انری΋و :١ ش΋ل

در ش΋ل چه به انرژی مختلف سطوح در ذرات ͳپراکندگ طرح شود، ͳم صفر از بیشتر دما که ͳوقت دادیم نشان نیز ͳکیف صورت به کردیم. مطالعه

غیرصفر دمای در را گاز آنکه نخست است: صورت دو به تفصیل این کنیم. ͳم مطالعه بیشتری تفصیل با را ͳفرمیون گاز درس این در آید. ͳم

ͳمشخص ͳ΋فیزی کاربرد ٣ از بیشتر بعد در گاز Έی مطالعه که است ͳبدیه البته کنیم. ͳم مطالعه دلخواه بعد در را آن اینکه دوم و کنیم ͳم ͳبررس

بیشتر بعد چه هر که دید خواهیم بینیم. ͳم را ͳپاوول طرد اصل تاثیر شیوه و مطالعه این در را بعد اثر وضوح به که است این اش فایده اما ندارد،

مجازی نیروی از فرار و ی΋دیΎر از پرهیز برای بیشتری جای ها فرمیون که است این هم اش شهودی دلیل است، تر ضعیف ͳپاوول طرد اثر باشد،

،ͳکل مشاهده این بر علاوه است. تر شبیه Έکلاسی گاز به ͳفرمیون گاز رفتار باشد، بیشتر بعد که چه هر دیΎر عبارت به دارند. هم به نسبت دافعه

شده، تش΋یل هم روی نیمرسانا های لایه از که Έترونی΋ال قطعات از بسیاری در دارد. ای گسترده و مهم کاربرد نیز بعد دو در ͳفرم گاز مطالعه

برابر محیط این در آزاد ذره Έی انرژی کند،  ͳم ͳزندگ بعدی سه فضای در البته گاز این شود. ͳم تش΋یل ها لایه بین آل ایده ͳترون΋ال گاز Έی
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با: است

ϵn1,n2,n3
=

ℏ2π2

2m
(
n2x
L2

+
n2y
L2

+
n2z
l2

), (١)

که است صرفه به انرژی آوردن پایین برای صورت این در است. l ≪ L و آنهاست بین فاصله l و ها هادی نیمه ͳطول و ͳعرض ابعاد L آن در که

است این اش نتیجه نکند. اختیار را آن جز مقداری و بماند ͳباق صفر همچنان nz ͳول کنند اختیار را ͳدلخواه مقدار هر nx, ny ͳکوانتوم اعداد

گاز گفت توان ͳم که است دلیل همین به داشت. خواهیم سروکار بعدی دو ͳترون΋ال گاز Έی با ما و شود ͳم محبوس دوبعد در عملا گاز که

΀سط روی میشود، مثلا تش΋یل دوبعدی ͳترون΋ال گاز نیز شرایط از دیΎر ͳانواع در ها، هادی نیمه بر علاوه دارد. وجود واقعا دوبعدی ͳترون΋ال

کند. مراجعه موضوع این تخصصیی منابع به تواند ͳم بیشتر مطالعه برای خواننده آن. نظایر و Έتوپولوژی عایق Έی ΀سط روی یا مایع، هلیوم

دلخواه بعد در ͳفرمیون گاز پارش تابع ٢

d م΋عبی ظرفِ این که کنیم ͳم فرض کلیت حفظ برای چنین هم اند. گرفته قرار L ابعاد با م΋عبی ͳظرف درون در ها فرمیون که کنیم ͳم فرض

برابر ای جعبه چنین در ذره Έی انرژی که آموزد ͳم ما به ͳکوانتوم Έانی΋م کنیم. ͳم حساب را ذره تک Έی انرژی سطوح نخست است. بعدی

با: است

ϵl =
ℏ2

2m

π2

L2

(
l21 + l22 + · · · l2d

)
, (٢)

انرژی، لایه هر در ذرات متوسط تعداد ذرات، کل تعداد که ایم گرفته یاد قبلا هستند. صفر از تر بزرگ یا مساوی صحیح اعداد ld تا l1 آن در که

درسهای به بایست ͳم روابط این یادآوری برای خواننده است: زیر صورت به دلخواه دمای در ͳفرم گاز Έی Έگراندکانونی پارش تابع و کل انرژی

کند. مراجعه (II) و (I) ͳکوانتوم آماری Έانی΋م

N =
∑

l1,···ld

1

z−1eβϵl + 1
, (٣)

nl =
1

z−1eβϵl + 1
(۴)
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U =
∑

l1,···ld

ϵl
z−1eβϵl + 1

(۵)

PV

kT
=
∑

l1,···ld

ln(1 + ze−βϵl). (۶)

انتگرال این درآوریم، هایی انتگرال صورت به را راست طرف خواهیم ͳم اند. شده داده بسط z مثل پارامتری حسب بر راست طرف روابط این در

که این به توجه با کنیم. پیدا دست ͳ΋ترمودینامی روابط به بتوانیم تا کنیم حذف آنها بین را z پارامتر سپس و کنیم محاسبه را ها

0 ≤ nl ≤ 1

است: چنین z پارامتر محدوده که دانیم ͳم ،

0 ≤ z ≤ ∞.

تعریف از کند. اختیار را ای ͳمنف یا مثبت مقدار هر تواند ͳم µ که معناست این به z پارامتر برای بالا محدوده است، z = eβµ که آنجا از

رابطه و ͳ΋ترمودینامی

dU = TdS − PdV + µdN

افزایش با که برسد نظر به عجیب است مم΋ن اول نگاه در داریم. نگاه ثابت را انتروپی و حجم که ͳوقت است انرژی تغییر میزان µ که دانیم ͳم

این ایم. داشته نگاه ثابت را انتروپی که ͳوقت است انرژی تغییرات از منظور اینجا در که کنیم توجه باید اما کند، پیدا کاهش سیستم انرژی ذره

Έی بایست ͳم فعلا گشت. بازخواهیم درس ادامه در نکته این به شود. ͳم شیمیایی پتانسیل شدن ͳمنف باعث که است انتروپی داشتن نگاه ثابت

بΎیریم. یاد ها انتگرال به ها جم΄ این تبدیل ͳونگΎچ برای مقدمه

انتگرال به ها حالت روی جم΄ تبدیل :ͳریاض مقدمه Έی ٣

0 ≤ li <∞ شرط در ͳΎهم و هستند صحیح و مثبت اعداد، این هستند. انرژی های حالت ویژه دهنده نشان ͳکوانتوم اعداد l1, l2, · · · ld اعداد

نکته کند. ͳم پیدا تعمیم نیز دلخواه ابعاد به ͳراحت به آموزیم ͳم بعد این برای که آنچه گیریم. ͳم 2 با برابر را d بهتر تجسم برای کنند. ͳم صدق

ایم.) گرفته Έی با برابر را ℏ) است. ki = π
L li های تکانه طریق از آن ͳبستگ بل΋ه ندارد ͳبستگ ها li به مستقما پارش تابع که است این مهم
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ͳکاف کار این برای کنیم. تبدیل ki روی انتگرال به را ها li روی جم΄ توانیم ͳم کند تغییر ͳآهستگ به ͳخیل ki کنند، ͳم تغییر ها li که ͳوقت اگر

کرد: تعیین توان ͳم ش΋ل روی از را تعداد این دارد. وجود (٢) ش΋ل در نقطه تعداد چه ∆ki Έکوچ بازه هر ازای به که کنیم محاسبه است

با: است برابر تعداد این امتدادی هر در که شود ͳم دیده

∆li =
∆ki
π
L

داریم: انتگرال به جم΄ تبدیل برای را زیر قاعده d دلخواه بعد در نتیجه در و

∑
l1,l2,···ld

= (
L

π
)d
∫
dk1dk2 · · · dkd (٧)

که است شده رعایت نیز موضوع این آن در که نوشت زیر صورت به را انتگرال توان ͳم باشد، داشته ͳبستگ k اندازه به تنها انتگرالده تابع اگر و

گیرد: ͳم صورت مثبت های ki روی انتگرال نتیجه در و جم΄

∑
l1,l2,···ld

= (
V

(2π)d
)Ωd−1

∫
kd−1dk (٨)

نظریه و آماری Έانی΋م محاسبات در مختلف های راه به که است ͳاساس رابطه Έی (٨) رابطه است. بعدی d− 1 کره ΀سط Ωd−1 آن در که

است ͳتابع انتگرال زیر تابع داریم کار و سر آن با که ͳموضوع در گرفت. فرا خوبی به را آن استخراج نحوه بایست ͳم و شود ͳم پدیدار ͳکوانتوم

داریم: کار و سر زیر نوع از های انتگرال با ͳیعن . βϵ = β ℏ2

2mk
2 از

∑
l1,l2,···ld

F (βϵl) =
V Ωd−1

(2π)d

∫ ∞

0

kd−1dkF (βϵ). (٩)

بنویسیم: بایست ͳم کار این برای بΎیریم. βϵ = x را انتگرال متغیر که است بهتر این بنابر

x = βϵ = β
ℏ2

2m
k2 (١٠)

آنجا از و

k = (
2m

βℏ2
)

1
2x

1
2 =

2
√
π

λ
x

1
2 , (١١)

بنابراین است. گرمایی موج طول λ = h√
2πmkT

آن در که

V Ωd−1

(2π)d
kd−1dk =

V Ωd−1

(2π)d
2dπ

d
2

λd
1

2
x

d
2−1dx =

V

λd

(
Ωd−1

2π
d
2

)
x

d
2−1dx (١٢)
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k1

k2

Δk1

Δk2

π
L

π
L

دارد. وجود نقطه تا ∆ni = ∆ki
π
L

تعداد ∆ki ی فاصله هر در :٢ ش΋ل

که دانیم ͳم اما

Ωd−1 =
2π

d
2

Γ(d2 )
.

رسیم: ͳم زیر ساده رابطه به این بنابر

∑
l1,l2,···ld

F (βϵl) =
V

λd
1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1dxF (βϵx). (١٣)

انتگرال Έی به چΎونه را انرژی مقادیر ویژه روی جم΄ کند ͳم بیان که است ͳکل رابطه Έی رابطه این است. درست ͳتابع هر برای فوق رابطه

ͳم بدست کنیم. ͳم ͳبازنویس انتگرال صورت به را (۶) تا (٣) روابط ها فرمیون برای و کنم ͳم استفاده ͳاساس رابطه این از حال کنیم. تبدیل

آوریم:

N =
V

λd
1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1dx

1 + z−1ex
(١۴)
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U

kT
=
V

λd
1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2 dx

1 + z−1ex
(١۵)

PV

kT
=
V

λd
1

Γ(d2 )

∫ ∞

0

x
d
2−1 ln(1 + ze−x)dx. (١۶)

نوشت: دیΎری ش΋ل به را راست طرف جزء به جزء انتگرال Έی انجام با توان ͳم کنیم. ͳم دقت (١۶) رابطه به نخست

∫ ∞

0

x
d
2−1dx ln(1 + ze−x) =

2

d
x

d
2 ln(1 + ze−x) |∞0 +

2

d

∫ ∞

0

x
d
2

1 + z−1ex
dx (١٧)

آوریم: ͳم بدست بنابراین شد. خواهد صفر با برابر x −→ 0 و x −→ ∞ حد دو هر در اول عبارت

PV

kT
=
V

λd
1

Γ(d2 + 1)

∫ ∞

0

x
d
2

1 + z−1ex
dx (١٨)

است: درست ͳفرمیون سیستم Έی برای همواره که رسیم ͳم زیر ͳکل رابطه به (١۵) رابطه با رابطه این مقایسه از نتیجه در و

PV =
2

d
U. (١٩)

کنیم: تعریف زیر صورت به را fn(z) ͳفرمیون تابع اگر بنابراین

fn(z) :=
1

Γ(n)

∫ ∞

0

xn−1dx

1 + z−1ex
(٢٠)

آمد: خواهد در زیر ش΋ل به ͳاصل رابطه آنگاه

N =
V

λd
fd/2(z),

PV

kT
=
V

λd
f d

2+1(z), U =
d

2
PV. (٢١)

که کنیم ͳم دقت آن آوردن بدست برای دارند. جالب خصوصیت Έی fn(z) توابع

z
d

dz
(

1

1 + z−1ex
) =

1

(1 + z−1ex)2
z−1ex = − d

dx
(

1

1 + z−1ex
) (٢٢)
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که: این به رسیم ͳم ١ جزء به جزء انتگرال Έی انجام رابطه این از استفاده با

z
d

dz
fn(z) = fn−1(z). (٢٣)

کنیم. حساب را ( ∂z
∂T )N,V کمیت که داریم احتیاج دیΎر خصوصیات از ͳبعض و ویژه گرمایی ظرفیت محاسبه برای

دقیق و کنج΋او خواننده بنابراین هستند. ͳمستقل متغیرهای T و z متغیرهای که گفتیم Έگراندکانونی آنزامبل در نکته: Έی یادآوری n

در که است درست است: این ΁پاس دارد. معنایی چه هم به نسبت آنها مشتق هم از متغیر دو این استقلال به توجه با بپرسد است مم΋ن

سه این از ͳتوابع ͳΎهم ذرات تعداد و فشار پارش، تابع نتیجه در .T و z, V, از: اند عبارت مستقل متغیرهای ،Έگراندکانونی آنزامبل

داشت: خواهیم خصوص به بود. خواهند متغیر

N = N(z, V, T ).

داشت: خواهیم آنگاه کنیم، معکوس را رابطه این ͳیعن بΎیریم، مستقل متغیر را T و N,V اگر اما

z = z(N,V, T )

کند. ͳم پیدا معنا ( ∂z
∂T )N,V که است شرایط این تحت شد. خواهد دما از ͳتابع z که معناست این به که

آوریم: ͳم بدست گیریم. ͳم مشتق ثابت (N,V ) در و T به نسبت N
V = λ−dfd/2(z) (٢١) رابطه اولین طرفین از کار این برای

0 = −dλ−d−1 dλ

dT
fd/2(z) + λ−d

(
d

dz
fd/2(z)

)
∂z

∂T
. (٢۴)

که دانیم ͳم λ گرمایی موج طول تعریف به توجه با

dλ

dT
=

−1

2

λ

T
. (٢۵)

داشت: خواهیم آن کردن ساده و رابطه این در جایΎذاری با بنابراین

0 = d(
1

2

1

T
)fd/2(z) +

1

z
fd/2−1(z)

∂z

∂T
(٢۶)

آنجا از و

(
∂z

∂T
)N,V = − zd

2T

fd/2

fd/2−1
(٢٧)

کنید. رجوع درس ی ضمیمه به اثبات ١برای

٨



آینده مراجعه برای آن از قبل اما رویم. ͳم صفر دمای سراغ به نخست کنیم. مطالعه دلخواه دمای در را ͳفرم گاز که ایم آماده مقدمات این از بعد

آنها کاربرد هم و شد خواهند اثبات هم آینده در ها بسط این . بنویسیم جا این در z و Έکوچ های z برای را fn(z) تابع بسط که است مفید

شد. خواهد مشخص

ͳفرمیون تابع های بسط ٣ . ١

است. مهم متفاوت های محدوده در ͳ΋ترمودینامی روابط درک برای توابع این خصوصیات شناخت خوانیم. ͳم ͳفرمیون تابع Έی را fn(z) تابع

خواهد آینده های بخش موضوع آنها کاربرد و روابط این اثبات نویسیم. ͳم را fn(z) تابع از بسط نوع دو آینده در خود کار ͳراحت برای جا این در

بود.

: (z < 1) برای fn(z) تابع بسط n

fn(z) = z − z2

2n
+
z3

3n
− z4

4n
+ · · · (٢٨)

بسط این داد. بسط ξ := ln z پارامتر از ͳمنف قوای حسب بر توان ͳم را fn(z) تابع محدوده این در : (z > 1) برای fn(z) تابع بسط n

است: زیر صورت به

fn(ξ) =
1

Γ(n+ 1)
ξn
[
1 + n(n− 1)

π2

6

1

ξ2
+ n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

7π4

360

1

ξ4
+ · · ·

]
. (٢٩)

داریم: مثال عنوان به است. ͳمتناه ای جمله چند Έی فوق بسط است، صحیح عدد n ͳوقت که کنید دقت

f1(z) = ξ

٩



f3/2(z) =
4

3
√
π
ξ

3
2

[
1 +

π2

8

1

ξ2
− 7π4

960

1

ξ4
+ · · ·

]
f2(z) =

1

2
ξ2
[
1 +

π2

3

1

ξ2

]
f5/2(z) =

8

15
√
π
ξ

5
2

[
1 +

5π2

8

1

ξ2
− 7π4

384

1

ξ4
+ · · ·

]
(٣٠)

z < 1 کم های ͳالΎچ یا زیاد دماهای در ͳفرم گاز ۴

در گاز ذرات است. مشاهده قابل آن در کم ͳخیل صورت به ͳکوانتوم آثار که هستیم روبرو Έکلاسی گاز با ما محدوده این در ͳکیف صورت به

است. (٣) ش΋ل̥ در داده نشان صورت به انرژی ترازهای در ذرات ͳپراکندگ طرح و اند شده پخش انرژی ترازهای همه

z ≪ 1 z ≈ 0μμ


گاز کلاسیک با تصحیحات 
کوچک کوانتومی 

گاز کلاسیک 

ϵF ϵF

است، (z ≪ 1) که ͳوقت ͳیعن صفرم تقریب در کم. های ͳالΎچ یا بالا دماهای در ͳفرم گاز Έی انرژی های لایه در ذرات ͳالΎچ :٣ ش΋ل

مجبور که پارامتر این شدن بزرگتر با شود. ͳم داده بولتزمن تابع توسط ها حالت اشغال احتمال و کند ͳم رفتار Έکلاسی گاز Έی مثل ͳفرم گاز

ͳ΋ترمودینامی روابط همه در شود. ͳم ظاهر گاز در تدریج به ͳپاوول طرد اصل و ͳکوانتوم آثار بΎیریم نظر در نیز را بالاتر های تقریب شویم ͳم

باشد. ͳمنف تواند ͳم شیمیایی پتانسیل بالا دماهای در که کنید دقت شوند. ͳم ظاهر ͳکوانتوم تصحیحات این

١٠



کنیم. ͳم استفاده (٢٨) بسط از محدوده، این در

صفرم تقریب ١ . ۴

بالا آنقدر دما که است این ما فرض صفرم، تقریب در واق΄ در .fn(z) ≈ z دهیم ͳم قرار و داریم ͳم نگاه را بسط جمله اولین صفرم تقریب در

بین فاصله به نسبت ذرات گرمایی موج طول حد این در واق΄ در کنیم. نظر صرف از بالاتر های مرتبه از توانیم ͳم که است کم آنقدر ͳالΎچ یا

تصویر حد این در که داریم انتظار و نیستند ملاحظه قابل ͳکوانتوم آثار شرایط این در اند. شده پذیر تمیز هم از ذرات و شده Έکوچ بسیار آنها

nl = ze−βϵl حد به است nl = 1
1+z−1eβϵl

صورت به که ͳکوانتوم تراز هر در ذرات متوسط تعداد حد این در کنیم. بازیابی را گاز Έکلاسی

با است برابر l تراز Έی در ذره حضور احتمال نتیجه در کند. ͳم میل

Pl =
nl∑
l nl

=
e−βϵl∑
l e

−βϵl
=

1

Z
e−βϵl (٣١)

در ایم. کرده مطالعه کنون تا که دارد را رفتاری همان و دارد Έکلاسی کاملا رفتاری ͳفرم گاز حد این در است. پارش تابع همان Z آن در که

آوریم: ͳم بدست (٢١) روابط از نتیجه در و fn(z) −→ z داشت خواهیم (٢٨) رابطه از نتیجه در .z −→ 0 دهیم ͳم قرار حد این

N =
V

λd
z,

PV

kT
=
V

λd
z, U =

d

2
PV. (٣٢)

رسیم: ͳم d بعد در Έکلاسی آل ایده گاز آشنای روابط به z حذف با

PV = NkT, U =
d

2
NkT. (٣٣)

داریم: شوند. ͳم محاسبه ͳبراحت پذیری تراکم یا گرمایی ظرفیت مثل ͳ΋ترمودینامی های کمیت حد این در

CV =
(∂U
∂T

)
N,V

=
d

2
Nk, κT = − 1

V

(∂V
∂P

)
N,T

=
1

P
. (٣۴)

نیستند. مشاهده قابل ͳپاوول طرد اصل و ͳکوانتوم آثار و هستند Έکلاسی گاز روابط همان روابط این

بالاتر های تقریب ٢ . ۴

گاز روابط بر را ͳکوانتوم Έکوچ تصحیحات ترتیب این به داریم. نگاه fn(z) توابع از (٢٨) بسط در را بالاتر های مرتبه توانیم ͳم حال

Έکلاسی گاز رفتار بر شده اعمال تصحیحات و ͳکوانتوم آثار کنیم، زیاد را ͳالΎچ یا بیاوریم تر پایین را دما که چه هر کنیم. ͳم پیدا Έکلاسی

١١



است. nλd همان دهد ͳم نشان را گاز بودن ͳکوانتوم که پارامتری شوند. ͳم بیشتر

Έکوچ بسیار پارامتر این حد این در کنیم. مشخص ͳخارج شرایط به توجه با و قبل از را آن توانیم ͳم که است ͳکنترل پارامتر Έی nλd پارامتر

به حالت معادله برای حد این در که داریم انتظار واق΄ در رود. ͳم کار به نیز بسط برای پارامتری عنوان به پارامتر همین که است ͳطبیع و است

برسیم: زیر نوع از ͳبسط

PV

kT
= N(1 + b1(nλ

d) + b2(nλ
d)2 + · · · ) (٣۵)

آید. ͳم بدست ویریال بسط Έی عنوان به نیز انرژی رابطه این داشتن با اند. محاسبه قابل ضرایبی ٢ ویریال ضرایب به موسوم bl ضرایب آن در که

بسط آوردن بدست راه شوند. ͳم محاسبه ویریال های بسط صورت به نیز انتروپی و ویژه گرمایی ظرفیت مثل ͳ΋ترمودینامی های کمیت بقیه سپس

سری کردن معکوس با و کرده استفاده (٢٨) بسط از داریم نظر در که ͳدقت به بسته است. ساده بسیار ویریال

nλd = fd/2(z) = z − z2

2d/2
+

z3

3d/2
− · · · (٣۶)

نداریم. ها سری جملات همه نوشتن به نیازی خواهیم ͳم که تقریبی رتبه به بسته که است ΀واض البته نویسیم. ͳم nλd از سری Έی صورت به را z

آید. بدست ویریال بسط تا دهیم قرار fd/2+1(z) تابع بسط در را z پارامتر توان ͳم سپس

داریم: بیاوریم. بدست nλd از ١ رتبه تا را (٣۵) رابطه ͳیعن حالت معادله ویریالِ بسط خواهیم ͳم

y = nλd = z − z2

2d/2
+ · · ·

دهیم: ͳم قرار

z = y + ay2 + · · ·

آوریم: ͳم بدست اول رابطه در دوم رابطه جایΎذاری با

y = (y + ay2 + · · · )− 1

2d/2
(y + · · · )2 + · · ·

بنابراین ،a = 1
2d/2

طرفین مقایسه با و

z = y +
1

2d/2
y2 + · · ·

Viral Coefficients٢
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نتیجه در

fd/2+1(z) = z − z2

2d/2+1
+ · · ·

= y +
1

2d/2
y2 + · · · − 1

2d/2 + 1
y2 + · · · = y +

1

2d/2 + 1
y2 + · · ·

نتیجه در و b2 = 1
2d/2+1

بنابراین هستند. بالا به y3 مرتبه از · · · جملات آن در که

PV

kT
= N(1 +

1

2d/2+1
(nλd) + · · · ) (٣٧)

معادله به شده اعمال تصحیحات رابطه این هاست. فرمیون دافعه خاطر به فشار این و است بیشتر ͳکم Έکلاسی حالت از گاز فشار که شود ͳم دیده

و داریم ͳم نگاه را کمتری های توان باشد، تر Έکوچ nλd که چقدر هر دهد. ͳم بدست nλd ͳمتوال قوای حسب بر را آل ایده گاز ِ حالت ی

رفتار صورت این در که داشت نگاه را بیشتری جملات بایست ͳم nλd شدن تر بزرگ با اما داشت. خواهد Έکلاسی گاز به Έنزدی رفتاری گاز

چرا شود، ͳم کمتر دافعه نیروی این مقدار باشد، بالاتر d بعد چه هر که شود ͳم دیده چنین هم شود. ͳم دورتر و دور Έکلاسی گاز Έی از گاز

آوریم. بدست نیز را ͳفرمیون گاز پذیری تراکم ضریب ترتیب همین به توانیم ͳم دارد. وجود ی΋دیΎر از ها فرمیون پرهیز برای بیشتری فضای که

خواهیم . 1
2d/2+1 = b دهیم ͳم قرار ͳریاض روابط و ها عبارت ͳسادگ برای کنیم. محاسبه حجم به نسبت را فشار مشتق توانیم ͳم (٣٧) رابطه از

داشت:

−(
∂P

∂V
)N,T =

−NkT
V 2

[
1 + b

Nλd

V

]
+
NkT

V
(−bNλ

d

V 2
) =

−NkT
V 2

[
1 + 2b

Nλd

V

]
(٣٨)

با: شد خواهد برابر پذیری تراکم بنابراین

κT ≡ − 1

V
(
∂V

∂P
)N,T =

1

P

1

1 + 2bnλd
(٣٩)

آوریم:  ͳم بدست نهایتا b پارامتر ͳزینΎجای با و

κT =
1

P

1

1 + 1
2d
nλd

. (۴٠)

هاست. فرمیون بین موثر دافعه از ͳناش داریم، انتظار که کاهش همانطور این و است کمتر Έکلاسی گاز به نسبت پذیری تراکم که است ͳطبیع

بیشتری جای ها فرمیون که است این از ͳناش بازهم که شود ͳم بیشتر پذیری تراکم شود، بیشتر بعد چه هر که است معلوم بالا رابطه از چنین هم

کند. ͳم پیدا کاهش حجم فشار افزایش با ͳبراحت و دارند ی΋دیΎر از پرهیز برای

١٣



z > 1 زیاد های ͳالΎچ یا کم دماهای در ͳفرم گاز ۵

شدید بسیار ͳکوانتوم آثار محدوده این در کنیم. استفاده fn(z) توابع برای (٢٩) بسط از باید و است Έی از بزرگتر z پارامتر محدوده این در

صورت به انرژی ترازهای در ذرات ͳپراکندگ طرح و اند شده پخش آن اطراف هم ͳکم و ͳفرم انرژی زیر ترازهای در بیشتر گاز ذرات هستند.

است. (۴) ش΋ل̥ در داده نشان

μ μ

گاز واگن گاز تقریبا واگن

z ⟶ ∞ z ≫ 1

ϵF
ϵF

است، (z ≫ 1) که ͳوقت ͳیعن صفرم تقریب در زیاد. های ͳالΎچ یا پایین دماهای در ͳفرم گاز Έی انرژی های لایه در ذرات ͳالΎچ :۴ ش΋ل

دما که تدریج به هستند. ͳخال ان از بالاتر های لایه تمام و پر ͳفرم ΀سط زیر های لایه تمام شرایط این در شود. ͳم خوانده واگن کاملا ͳفرم گاز

همان شیمیایی پتانسیل صفرم تقریب در روند. ͳم بالاتر ترازهای به ذرات و شده ͳخال ͳفرم ΀سط از تر پایین و Έنزدی ترازهای شود، ͳم بیشتر

شود. ͳم کم تدریج به شیمیایی پتانسیل دما بالارفتن با ͳول است ͳفرم انرژی

صفرم تقریب ١ . ۵

نویسیم ͳم و داریم ͳم نگاه را اول جمله فقط (٢٩) های بسط در که است بزرگ آنقدر z پارامتر تقریب این در

fn(z) =
1

Γ(n+ 1)
(ln z)n. (۴١)

ͳفرم گاز انرژی و حالت معادلات به ͳبراحت و شود ͳم انجام ͳسادگ به کنند ͳم بیان را ذرات تعداد و فشار که ͳروابط بین z حذف شرایط این در

داریم: حد این در بنابراین رسیم. ͳم صفر دمای در

١۴



N =
V

λd
fd/2(z) =

V

λd
1

Γ(d/2 + 1)
ζ

d
2 (۴٢)

نویسیم: ͳم بنابراین دهیم. ͳم نشان ϵF با خاص دمای این در نیز را شیمیایی پتانسیل و دهیم ͳم نشان ζ0 با دما این در را ξ پارامتر

ζ0 = βϵF (۴٣)

با: شد خواهد برابر ذرات تعداد ترتیب این به

N =
V

λd
1

Γ(d/2 + 1)
(βϵF )

d
2 (۴۴)

با است برابر گرمایی موج طول که این به توجه با

λ =
h√

2πmkT
=

h√
2πm

β
1
2 (۴۵)

دهد: ͳم بدست ذرات ͳالΎچ حسب بر را ͳفرم انرژی که رسیم ͳم زیر نتیجه به محاسبه ͳکم از پس و

ϵF = (
h2

2πm
)

(
Γ(
d

2
+ 1)

) 2
d

n
2
d . (۴۶)

با: است برابر که پردازیم ͳم فشار معادله به سپس

PV

kT
=
V

λd
fd/2+1(z) (۴٧)

که شود ͳم معلوم N بر رابطه این تقسیم با

PV

NkT
=
fd/2+1(z)

fd/2(z)
= ξ

Γ(d/2)

Γ(d/2 + 1)
(۴٨)

یا و

PV

NkT
=

2

d+ 2
βϵF (۴٩)

آید: ͳم در زیر ساده ش΋ل به حالت معادله ترتیب این به

PV =
2

d+ 2
NϵF (۵٠)
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داشت: خواهیم فشار و انرژی رابطه به توجه با و

U =
d

2
PV =

d

d+ 2
NϵF . (۵١)

هست. نیز حجم از ͳتابع خود ͳفرم انرژی که کنیم دقت بایست ͳم کنیم، حساب را پذیری تراکم ضریب مثل ͳ΋ترمودینامی ΁پاس توابع آنکه برای

کنیم ͳم توجه زیر رابطه به بنابراین

(
∂ϵF
∂V

)N,T = −2

d

ϵF
V
. (۵٢)

آوریم ͳم بدست آنجا از و

(
∂P

∂V
)N,T = (

∂

∂V
)N,T (

2

d+ 2

NϵF
V

) (۵٣)

کردن: ساده از پس یا

(
∂P

∂V
)N,T = −2N

V

ϵF
d
. (۵۴)

شود: ͳم محاسبه پذیری تراکم نهایی ش΋ل ترتیب این به

κ = − 1

V
(
∂V

∂P
)N,T =

dV

2NϵF
. (۵۵)

از پرهیز برای بیشتری جای ͳفرم ذرات بالا ابعاد در که است دلیل این به بازهم که شود ͳم زیاد بعد افزایش با پذیری تراکم که شود ͳم دیده

شود. ͳم حجم تغییر باعث بیشتری ͳبراحت فشار افزایش و دارند ی΋دیΎر

دمای در دقیقا که است این اش ΁پاس دارد؟ وجود صفر دمای در ͳفرم گاز مطالعه برای (٢٩) بسط از استفاده به نسبت تری ساده ͳراه آیا

کنیم. نگاه ها حالت اشغال تابع به که معنا این به دادیم توضیح ͳقبل فصل در که است ͳراه همان آن و دارد وجود تر ساده راه Έی بله صفر،

است: زیر ش΋ل به هرلایه در ذرات متوسط تعداد دما، این در که دانیم ͳم

lim
T−→0

1

1 + z−1ex
= lim

T−→0

1

1 + ex−βϵF
= θ(βϵF − x) =


1 if x < βϵF

0 if x > βϵF

(۵۶)
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که فهمیم ͳم (١۴) رابطه به توجه با بنابراین

N =
V

λd
1

Γ(d2 )

∫ βϵF

0

x
d
2−1dx =

V

λd
1

Γ(d2 + 1)
(βϵF )

d
2 . (۵٧)

که این به توجه با و

λ =
h√

2πmkT
=

h√
2πm

β
1
2 (۵٨)

آوریم ͳم بدست

N = V
(2πm)d/2

hd
1

Γ(d/2 + 1)
ϵ
d/2
F . (۵٩)

آید: ͳم بدست ذرات ͳالΎچ حسب بر ͳفرم انرژی ترتیب این به

ϵF = (
h2

2πm
)

(
Γ(
d

2
+ 1)

) 2
d

n
2
d . (۶٠)

آوریم: ͳم بدست چنین هم دارد. بعد به ͳبستگ آن افزایش ͳونگΎچ اما یابد ͳم افزایش نیز ͳفرم انرژی ، ͳالΎچ افزایش با این بر بنا

PV

kT
=
V

λd
1

Γ(d/2 + 3)
(βϵF )

d/2+1. (۶١)

کردن ساده از پس

PV =
1

Γ(d/2 + 3)
V
(2πm)d/2

hd
ϵ
d/2+1
F . (۶٢)

آوریم: ͳم بدست d = 3 بعد و d = 2 بعد برای بخصوص

١٧



d = 2 −→ ϵF =
ℏ2

2m
(4πn), (۶٣)

d = 3 −→ ϵF =
ℏ2

2m
(6π2n)

2
3 . (۶۴)

که دهید نشان تمرین: n

PV =
2

d+ 2
NϵF , (۶۵)

و

U =
d

d+ 2
NϵF . (۶۶)

آورید. بدست ابعادی آنالیز از استفاده با تنها ͳالΎچ حسب بر را فشار و کل انرژی سپس و ͳفرم انرژی ͳبستگ تمرین: n

چنین هم آورید. بدست فلز Έی درون های ال΋ترون برای را ͳفرم دمای کنیم. ͳم تعریف TF := ϵF
k صورت به را ͳفرم دمای تمرین: n

موج طول این کنید. حساب نیز را آنها گرمایی موج طول کنید. مشخص اند حرکت در ͳفرم ΀سط Έنزدی که را ال΋ترونهایی سرعت

کنید. مقایسه ها ال΋ترون بین میانگین فاصله با را گرمایی

آورید. بدست ͳنوترون ستاره Έی درون های نوترون برای را ͳفرم دمای تمرین: n

بالاتر های تقریب ٢ . ۵

هم را دیΎر های جمله جمله،  اولین بر علاوه باید ln z حسب بر fn(z) های تابع بسط در و نیست نهایت بی ͳول است بزرگ z پارامتر حد این در

انرژی های تراز تمام و دارد را خود مقدار بیشترین nλd دما این در شود. ͳم خوانده واگن کاملا ͳفرم گاز است، صفر T که ͳوقت داریم. نگاه

Έکوچ nλ3 نتیجه در و ذرات دوبروی موج طول دما افزایش با هستند. ͳخال کاملا ͳفرم ΀سط بالای های تراز تمام و پر کاملا ͳفرم ΀سط زیر

دیΎر است، بزرگ بسیار z که حد این در شود. ͳم هموار نیز ذرات توزیع تابع کند. ͳم اختیار را ای ͳمتناه ͳول بزرگ مقدار هنوز ͳول شده تر

١٨



(٢٩) رابطه همان بسط این دهیم. بسط ln(z) حسب بر را آن توانیم ͳم ͳول کنیم استفاده z قوای برحسب fn(z) توابع ͳتوان بسط از توانیم ͳنم

زیراست: صورت به fn(z) توزیع تابع اول جمله چند است. شده داده شرح بسط این آوردن بدست نحوه درس این ضمیمه در است.

fn(ζ) =
1

Γ(n+ 1)
ζn
[
1 + n(n− 1)

π2

6

1

ζ2
+ · · ·

]
(۶٧)

دماهای برخلاف کنیم. مطالعه پایین دماهای در را ͳفرمیون گاز ͳ΋ترمودینامی خواص توانیم ͳم بسط این از استفاده با .ζ = ln(z) آن در که

پارامتر محدوده این در پارامتر این زیرا بود، نخواهند nλd حسب بر ͳبسط نهایتا حد این در گاز ͳ΋ترمودینامی روابط پایین، های ͳالΎچ یا بالا

ͳ΋فیزی نظر از که است چیزی همان که شد خواهند داده بسط kT
ϵF

برحسب ͳ΋ترمودینامی توابع محدوده، این در دید،  خواهیم چنانکه است. ͳبزرگ

پس هستند. شدیدتر ͳکوانتوم آثار و هستیم تر Έنزدی ͳکوانتوم رژیم به ما باشد، کوچ΋تر ϵF به نسبت kT که چه هر واق΄ در داریم. را انتظارش

جمله دومین (٢٩) توابع در که معنا این به کنیم، ͳم محاسبه را رتبه اولین مثال برای پردازیم. ͳم ͳ΋ترمودینامی روابط یافتن نحوه به مقدمه، این از

داریم: روابط این اساس بر گیریم. ͳم نظر در نیز را بسط

nλd =
1

Γ(d/2 + 1)
ζd/2

[
1 +

d

2
(
d

2
− 1)

π2

6

1

ζ2
+ · · ·

]
(۶٨)

و

PV

kT
=
V

λd
1

Γ(d/2 + 2)
ζd/2+1

[
1 +

d

2
(
d

2
+ 1)

π2

6

1

ζ2
+ · · ·

]
(۶٩)

دانیم ͳم (۴۴) رابطه از کنیم. ͳم استفاده ͳبازگشت روش از کار این برای کرد. حذف معادلات این بین را ξ بایست ͳم چΎونه که است این سوال

که

nλdΓ(d/2 + 1) = ξ
d/2
0

است: چنین اش ͳکل ش΋ل (۶٨) رابطه بنابراین است. ξ0 = ϵF
kT آن در که

ζ
d/2
0 = ξd/2(a0 +

a1
ξ2

+
a2
ξ4

+
a3
ξ6

+ · · · ), (٧٠)

کنیم: ͳم ͳبازنویس زیر صورت به را رابطه این اند. شده نوشته (۶٨) رابطه در که هستند ͳبسط ضرایب ها ai آن در که

ζ0 = ζ(1 +
a1
ζ2

+
a2
ζ4

+
a3
ζ6

+ · · ·) 2
d (٧١)

ͳیعن ای جمله دو بسط از استفاده با و

(1 + x)m = 1 +mx+
1

2!
m(m− 1)x2 +

1

3!
m(m− 1)(m− 2)x3 + · · · (٧٢)

١٩



آوریم: در زیر صورت به را آن توانیم ͳم است، برقرار نیز کسری های m برای که

ζ0 = ζ(1 +
a′1
ζ2

+
a′2
ζ4

+
a′3
ζ6

+ · · ·) (٧٣)

کنیم معکوس توانیم ͳم را رابطه این حال آیند. ͳم بدست ای جمله دو بسط این و ai اولیه ضرایب از که هستند جدیدی ضرایب ها a′i آن در که

بنویسیم: و

ζ=ζ0(1 +
b1
ζ20

+
b2
ζ40

+
b3
ζ60

+ · · ·) (٧۴)

که را ξ توانیم ͳم حال آیند. ͳم بدست طرف دو در ζ0 های توان دادن قرار مساوی (٧٣) رابطه از استفاده با که هستند ضرایبی ها bi آن در که

هایی بسط عنون به ͳ΋ترمودینامی روابط همه ترتیب این به دهیم. قرار نیز دیΎر ͳ΋ترمودینامی تابع هر یا انرژی یا فشار رابطه در ایم آورده بدست

شوند. ͳم تعیین 1
ζ2
0
= (kTϵF )2 از

است: زیر ش΋ل به شیمیایی پتانسیل صفرم) رتبه از (بعد اول رتبه در که دهید نشان تمرین: n

µ = ϵF (1−
(d− 2)π2

12
(
kT

ϵF
)2) (٧۵)

کنید. محاسبه نیز را پذیری تراکم و ویژه گرمایی ظرفیت انرژی، حالت، معادله تقریب،  مرتبه همین در

پارامغناطیس ‐ ͳمغناطیس میدان در ͳفرم گاز ۶

Ĥ =
∑
i

Ĥi (٧۶)

Ĥi =
P̂ 2
i

2m
− γσ ·B (٧٧)

٢٠



Ĥi =
P̂ 2
i

2m
− γBσz (٧٨)

Ĥi =
P̂ 2
i

2m
⊗ Is − γBIc ⊗ σz =

 P̂ 2
i

2m − γB 0

0
P̂ 2

i

2m + γB

 (٧٩)

Ĥi =

 ψl

0

 = (ϵl − γB)

 ψl

0

 (٨٠)

Ĥi =

 0

ψl

 = (ϵl + γB)

 ψl

0

 (٨١)

|ψl,+⟩ =

 ψl

0

 , |ψl,−⟩ =

 0

ψl

 . (٨٢)

|n+1 , n
+
2 , n

+
3 , · · · , n

−
1 , n

−
2 , n

−
3 , · · ·⟩ (٨٣)

E = n+1 (ϵ1 − γB) + n+2 (ϵ2 − γB) + · · ·+ n−1 (ϵ1 + γB) + n−2 (ϵ2 + γB) + · · · (٨۴)

E =

∞∑
i=1

[
n+l (ϵl − γB) + n−l (ϵl + γB)

]
(٨۵)

ZN+,N− =

′∑
{n+

l }

e−β
[∑∞

i=1 n+
l (ϵl−γB)

] ′∑
{n−

l }

e−β
[∑∞

i=1 n−
l (ϵl+γB)

]
(٨۶)
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Q =
∑

N+,N−

zN++N−ZN+,N− =
∑
{n+

l }

∏
l

zn
+
l e−β(ϵl−γB)n+

l

∑
{n−

l }

∏
l

zn
−
l e−β(ϵl+γB)n−

l (٨٧)

Q =
∏
l

∑
{n+

l }

e−β((ϵl−γB)n+
l

∏
l

∑
{n−

l }

e−β((ϵl+γB)n−
l (٨٨)

Q =
∏
l

[
1 + ze−β(ϵl−γB)

]∏
l

[
1 + ze−β(ϵl+γB)

]
(٨٩)

lnQ =
∑
l

ln(1 + ze−β(ϵl−γB)) +
∑
l

ln(1 + ze−β(ϵl+γB)) (٩٠)

⟨n+l ⟩ =
1

1 + z−1eβ(ϵl−γB)
⟨n−l ⟩ =

1

1 + z−1eβ(ϵl+γB)
(٩١)

⟨n+l ⟩ =
1

1 + eβ(ϵl−γB−µ)
⟨n−l ⟩ =

1

1 + eβ(ϵl+γB−µ)
(٩٢)

⟨n+l ⟩ =
1

1 + eβ(ϵl−ϵ+F )
⟨n−l ⟩ =

1

1 + eβ(ϵl−ϵ−F )
(٩٣)

ϵ+F = µ− γB, ϵ−F = µ+ γB. (٩۴)

lnQ =
∑
l

ln(1 + z+e−βϵl) +
∑
l

ln(1 + z−e−βϵl) (٩۵)

٢٢



z+ = zeβγB = eβ(µ+γB), z− = ze−βγB = eβ(µ−γB), (٩۶)

lnQ =
V

λd
f d

2+1(z
+) +

V

λd
f d

2+1(z
−) (٩٧)

N =
V

λd
f d

2
(z+) +

V

λd
f d

2
(z−) (٩٨)

دیامغناطیس ‐ ͳمغناطیس میدان در ͳفرم گاز ٧

لانداو ترازهای ٧ . ١

B = Bẑ B = ∇×A, A =
1

2
(−By,Bx, 0) (٩٩)

ها: مسئله ٨

آورید. بدست را (٣٧) رابطه اول: مسئله n

است: برقرار زیر رابطه ͳفرمیون گاز Έی برای که دهید نشان دوم: مسئله n

1

z

(
∂z

∂T

)
P

= − 5

2T

f5/2(z)

f3/2(z)
. (١٠٠)

که دهید نشان سپس

γ ≡ CP

CV
=

5

3

f5/2(z)f1/2(z)

(f3/2(z))2
. (١٠١)

٢٣



با: برابرند ترتیب به ͳفرم گاز Έی برای رو در بی پذیری تراکم ضرایب و همدما پذیری تراکم ضریب که دهید نشان سوم: مسئله n

κT =
1

nkT

f1/2(z)

f3/2(z)
, κS =

3

5nkT

f3/2(z)

f5/2(z)
, (١٠٢)

بود: خواهند زیر صورت به ضرایب این کم دماهای در که دهید نشان سپس است. گاز ͳالΎچ n ها آن در که

κT ≈ 3

2nϵF

[
1− π2

12
(
kT

ϵF
)2
]
, κS ≈ 3

2nϵF

[
1− 5π2

12
(
kT

ϵF
)2
]
. (١٠٣)

است. ϵ = αps صورت به ϵ = p2

2m جای به تکانه و انرژی رابطه ͳفرم گاز Έی در که کنید فرض چهارم: مسئله n

آورید. بدست ͳالΎچ حسب بر را ͳفرم انرژی گاز این برای الف:

PV = s
dU است: برقرار زیر رابطه بعد، d در گاز این برای که دهید نشان ب: 

ها: ضمیمه ٩

(٢٣) رابطه اثبات ٩ . ١

نویسیم: ͳم کردیم ثابت (٢٣) رابطه از قبل که ای رابطه به توجه با

zf ′n(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

xn−1
[
− d

dx

1

1 + z−1ex

]
dx

=
1

Γ(n)

[
− xn−1

1 + z−1ex
|∞0 +

∫ ∞

0

(n− 1)
xn−2

1 + z−1ex
dx
]

= 0 +
1

Γ(n− 1)

∫ ∞

0

xn−2

1 + z−1ex
= fn−1(z) (١٠۴)

(٢٨) رابطه اثبات ٩ . ٢

شود: ͳم تعریف صورت این به fn(z) ͳفرمیون تابع

fn(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

xn−1dx

1 + z−1ex
. (١٠۵)

٢۴



زیر صورت به را انتگرال داخل کسر نخست کنیم: ͳم عمل زیر ترتیب به آوریم بدست Έکوچ های z برای را تابع این ͳتوان بسط آنکه برای

کنیم: ͳم ͳبازنویس

fn(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

xn−1dxze−x 1

1 + ze−x
(١٠۶)

کنیم: ͳم استفاده ای جمله دو بسط از توانید ͳم است، ١ از کوچ΋تر ze−x چون

fn(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

xn−1dxze−x
∞∑
l=0

(−1)lzle−lx

=

∞∑
l=0

1

Γ(n)
(−1)lzl+1

∫ ∞

0

xn−1e−x(l+1)dx. (١٠٧)

بنابراین 1
(l+1)nΓ(n). با است برابر بالا انتگرال اما

fn(z) = z − z2

2n
+
z3

3n
− z4

4n
+ · · · (١٠٨)

(٢٩) رابطه اثبات ٩ . ٣

ͳم را تابع این است بزرگ z که حال کنیم فکر است مم΋ن است. شده تعریف fn(z) = 1
Γ(n)

∫∞
0

xn−1dx
1+z−1ex ش΋ل به fn(z) تابع دانیم ͳم

ex بالاخره x افزایش با و انتگرال زیر در ͳول است Έکوچ z−1 اگرچه زیرا نیست درست کار این اما داد بسط z−1 ͳمتول قوای حسب بر توان

انتگرال دامنه که است این درست راه پس اندازد. ͳم اعتبار از را ای دوجمله بسط و شود ͳم تر بزرگ ١ از z−1ex اینکه تا شود ͳم بزرگ انقدر

بسط متفاوت شیوه Έی کدام هر برای و z−1ex > 1 آن در که ͳقسمت دیΎری و z−1ex < 1 آن در که ͳقسمت ͳ΋ی کنیم، تبدیل قسمت دو به را

کنیم: تعریف زیر ش΋ل به را ζ پارامتر است بهتر کنیم. اختیار

z = eζ , ζ = ln z. (١٠٩)

دهیم: ͳم بسط را f̃n(z) = Γ(n)fn(z) تابع و کنیم ͳم نظر صرف 1
Γ(n) ضریب از فعلا چنین هم

f̃n(z) =

∫ ζ

0

xn−1dx

1 + ex−ζ
+

∫ ∞

ζ

xn−1dx

1 + ex−ζ
. (١١٠)

. x− ζ = u دهیم: ͳم قرار دوم انتگرال در و x− ζ = −u دهیم ͳم قرار اول انتگرال در دهیم. ͳم متغیر تغییر انتگرال دو هر در

داشت: خواهیم این بنابر

f̃n(ζ) =

∫ ζ

0

(ζ − u)n−1

1 + e−u
du+

∫ ∞

0

(ζ + u)n−1

1 + eu
du

٢۵



=

∫ ζ

0

(ζ − u)n−1
∞∑
l=0

(−e−u)ldu+

∫ ∞

0

e−u(ζ + u)n−1
∞∑
l=0

(−e−u)ldu. (١١١)

ͳخیل تقریب با توان ͳم e−lu جملات وجود بدلیل l > 0 قسمت در کرد. جدا l > 0 و l = 0 قسمت دو به توان ͳم را جم΄ اول انتگرال در

داشت: خواهیم جملات کردن جور و جم΄ و l = 0 جمله انتگرال محاسبه از پس بنابراین داد. میل ∞ سمت به را انتگرال بالای حد خوب

f̃n(ζ) =
1

n
ζn +

∫ ∞

0

[
(ζ − u)n−1 − (ζ + u)n−1

] ∞∑
l=1

(−e−u)ldu

=
1

n
ζn +

∫ ∞

0

(
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
ζn−1−kuk[(−1)k − 1]

) ∞∑
l=1

(−1)le−ludu

=
1

n
ζn +

n−1∑
k=0

∞∑
l=1

(
n− 1

k

)
ζn−1−k(−1)l[(−1)k − 1]

∫ ∞

0

uke−ludu. (١١٢)

. k!
lk+1 با است برابر آخر انتگرال مقدار

آوریم: ͳم بدست بنابراین

f̃n(z) =
1

n
ζn + 2

∞∑
l=1

n−1∑
k=odd

(−1)l−1 1

lk+1

(n− 1)!

(n− 1− k)!
ζn−1−k (١١٣)

دهیم: ͳم قرار دهیم. ͳم انجام را l روی جم΄ بنویسیم. تری فشرده صورت به را ست را طرف توانیم ͳم

η(k) =

∞∑
l=1

(−1)l−1

lk+1
= 1− 1

2k+1
+

1

3k+1
− 1

4k+1
+ · · · (١١۴)

شود: ͳم fn(ζ) := f̃n(z)
Γ(n) تابع بنابراین

fn(z) =
1

Γ(n+ 1)
ζn

[
1 + 2

n−1∑
k=odd

n!

(n− 1− k)!

η(k)

ζk+1

]
. (١١۵)

ِ عبارت ͳقبل رابطه طرفین به که است ͳکاف کار این برای داد. ربط ریمان زتای تابع به را η(k) تابع و رفت تر پیش هم این از توان ͳم

A = 2

[
1

2k+1
+

1

4k+1
+

1

6k+1
+ · · ·

]

که این به باتوجه کرد. اضافه را

η(k) +A = 1 +
1

2k+1
+

1

3k+1
+

1

4k+1
+ · · · = ζ(k + 1) (١١۶)
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زیرا: نوشت تابع این حسب بر توان ͳم نیز را A که است این جالب نکته اما است. ٣ ریمان زتای تابع ζ(k) :=
∑∞

l=1
1
lk

آن در که

A = 2
1

2k+1

∞∑
l=1

1

lk+1
=

1

2k
ζ(k + 1). (١١٧)

بنابراین

η(k) = (1− 2−k)ζ(k + 1). (١١٨)

: که کرد ثابت توان ͳم

(١١٩)

ζ(1) = ∞, ζ(
3

2
) = 2.612, ζ(2) =

π2

6
= 1.645, ζ(3) = 1.202, ζ(4) =

π4

90
, · · · .

است: زیر صورت به fn(ζ) تابع اول جمله چند

fn(ζ) =
1

Γ(n+ 1)
ζn
[
1 + n(n− 1)

π2

6

1

ζ2
+ n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

7π4

360

1

ζ4
+ · · ·

]
.

من به را درسنامه این اولیه متن اش΋الات ͳتمام استثنایی دقت با که ١۴٠٣ سال در درس این دانشجوی ͳیدالله آرمین آقای از :ͳقدردان n

کنم. ͳم تش΋ر کردند یادآوری

Riemman Zeta Function٣

٢٧


